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§ 1. lntroduction. Summary of results. 
A function f(z) defined on a set Eis said to be of .e;imonen;ti~1 
~ if there are constants A and B such that 
(1.1) tt(z)l (B. e 1H"l:.I 
for all z €. E. An entire function f(z) is said to be of exponential 
type if an inequality (1.1) is valid for all z •. we say that f(z) is 
of type {)( on E if to every €. ) o there exists a B( f ) such that 
( 1. 2) ff( z) f <' B ( f ) e. (C(.,t-£) f ~t 
for all z E. E. An entire function :f( z) is of type o( if an inequality 
(1.2) holds for(every £>0 and)all z. In this,senf3e 
az . 2 az . 
-e , sin az, cos az, z e , z sin a z 
are all of type la/, while 
\ I'-:- z z2 2 
cos v z = 1- 2f + 4 J ...,. •••• , sin z 
are of type O, and not of exponential type, respectively .. sin z211 mi~1t 
however be called 0 of order 2 and exponential type tt( It< z)I ( B e. tz..1 :x. ), 
By a theorem of s. Bernstein [1] ( see § 2) an entire function of 
type O can not be bounded along a line, if it is not a constant. In 
1931 G. POlya [14] set the problem to prove tha~ an e:ntire function 
•f type O oan not be bounded. on the aet of the integers, exce:pt i=' it 
is a constant. Several proofs have been given. See for example G.Sze_c:· 
[18], L. Tschakaloff [20] _. R~E .. A..c, .I:aley . and N. Wiener· \j1]p. · 81-83: 
N. Levinson [9] p. 127-12~ and J. Ko;:evaar [6J. The proof which will 
be given in § 3 reduces Polya' s problem to the theorem of s.Bernsteir~ · 
~.. . » .. V .· .. ·~ 
mentioned above; it is shown thatf(n) bounded implies f(x) bounded 
(x real}. 
tf . . . l) •. ;,. . H 
The conclusion f{n) bo1lllded .~ f(x} bounded is valid not only 
:fo-r entire :functions c:f type O, . bu;t; for all entire functions of type 
<41r" ~hia was proved by !(is,s M~!J• Oartwr1£\ht [4] . Other proofs wer~ 
given l>y A• Pflu,ger t12J, A•J. !ila~ill~Xre t10] ·and R•P• Boa~ J:r [)]: ~ 
2. 
In § 4 we prove a somewhat better result ( type < 1Y only on the imagina-
ry aJ(;is) by means of an interpolation fo:rmula due to ~ f3] • This 
interpolation formula is proved in a new and much simpler way ( see § 4, 
we start from the "cardinal series 0 (3.2)). The most important result 
of §4 is, however, that we could prove the following theorem of Miss 
Cartwright [ 4) in a similar way: if f(z) is analytic and of exponen-
tr ..,, f't n 
tial type < 1T in R( z) ~ 0, then f ( n) bounded implies 'f ( x) bounded 
(n = 1,2, ••• ; x ~O). It is sufficient here also to suppose that f( z) 
is of type <'Ti' on the imaginary ax::is. This theorem further leads to 
an improvement of a theorem of v. Bernstein[2J (see~ 4). In§ 5 we 
prove the following extension of Miss Cartwrigp.t's first theorem: if 
f(z) is an entire function of exponential tre, of type<. k1't-' on 
z = i y (y real), if f(n), f 1 (n), ••• , f(k-1 (n) are bounded (n integer) 
then f(x) is bounded (x real). (Compare f(z) = ~ sink :rr-z, however). 
V. Ganap& thy Iyer [5] and N. Levins'bn [s] , [9] P• 122-126, have 
proved some results on entire ±'unctions bounded on two "orthogonal" 
sequences. For example, if f( z) is of type < 7r Vl, bounded on in 1 
and { i~1 ( n,m integers), then fJ z) is a constant. Several generali-
zations are given in § 5. One is as follows. Let A 1 , A 2 , ••• /\ k ( k ~ 2) 
be colilJ.)lex numbers •f different arguments (mod 11'). Let r, j = 1/). j., 
Let sin7r i'i z. u.... sin 11" f-)/.( be of type t on the line p. 
If f(z) is 1an entire function of exponential type, of tYJ?e~< ton p, 
and. if Jt (~j'n;)l~c(j = 1t2, •• k; n integer) then f(z) is a constant. 
An interesti'b.g result for a half-plane is also giyen. 
In§ 6 we :finally mention a'result of Pol:ya [1s] and Pfluger [:2] 
on functions of order 2 and exponential type. 
Our proofs depend on theorems of E. Phragmen and E •. Linde18f B3] 
combined witb interpolatio•n -:formulae which are :partly new. :More. de-
tails will be given in a Leyden thesis. 
§ 2. _§tellingen v~!!_E .. Phragmen en E. Lindelof met enkele toepassingen: 
t3en stelling va,~_.J,_0}_!;§..tein. en erikele ongelijkheden v•or functies 
yan het e:x:ponen,:li~1!l_:t;.:;yp_~., 
Iedereen kent he"t ~~·!!:!IE~-=-~2~~~~-~~!!?2!1?~=~ als · f( z) analytisch 
:i.s in een eindig samenr .. e.ng1::in.d gebied G, en continu in G = G + r {.I: de 
:rand van G) , da'C: volr;t ;_;:d:t 
( 2.1) max. if(z)l :;:: o 
z op 2 
dat (f( z)J < C overal in G, tenzij f( z) een eonstante is. Steeds volgt 
uit (2.1) e.chter 
(2.2) Jf(z)I ·~ C 
-veor alle ~unten z van er. De volgende stellingen van Phragmen en Linde-
~. zijn uitbreidingen van de maximum-modulus stellfngtot zekere 
oneindige gebieden. 
Stelling 1. ( Zie [13] of [19] pag. 177). Laat f( z} analytisch zijn 
:in, en op de rand 1 van, eeqsector G met openi:ng • fP<~. Laat f( z) 
van het exponent.,iele type zijn fn G = G + .r, d.w.a. 
( 2 • 3) .· If ( z) } < :B e A I z I . 
voor zekere oonstanten A eri: ~or alle z va.n G. Dan volgt uit (2.2) 
voor z op .r dat (2.2) geldt voor a1le z van G. 
0 
At, Bewij a. Laa.t G zijn de sector 
a - 1 · ~· I arg zf < 2 <p • t;a! 
(2.4) g/z) = ,r X , hs(z) ::: 
= f( z) go( z} ,. 
Hierin is .f>o , I< "A< -n--/y, •nder-
steld. z ). zal die. tak zijn van 
de functie, die 1 is in z=1. 
h~ z,) is analytiseh ,in G, ~ontinu 
in G. op· Kt, {z= r e~1f, l'Y'1~~ ff) 
f.•ldt -dt (St?·e<,l'fJ I gl( z)) = e . = 
· ; ~It11~)'f -<ft'-CMf:\f ~ e . • .. ~ e .• 
c•s lA<f>oda.ar t~f <-J:77-'. We hebb~ dus ~egens (2.3) op kt 
(2.5) • ,~.c-.6...J' <Be.-to~x_l.y>)z_+A1:,_·····.··i~J· 
. f o~t-. ~~~> 
waarin ft('r.J• (J (r-t 4 ooJ. tp l geldt (:;ie. liet Q~erstelde) 
<2.6) . . l-t~~;J~ t e- rt?·Coot.?r .s C~. . 
Pas nu de maximum-modulus stalling toe op hi(z) in Gt( \zl~"'1 {arg z I~ i y>). We vinden· . 
(2 .. 7) ('ho< z)\ ~ max f ft' (r), C j , z in G,t; • 
Laten we in (2.7) bij vaste z r •~, dan krijgen we }hcf (z)\ .(c 
(z in G), ofwel 
(2.8) J:f(z)I~ C 1e0~?\1 , ~~ t· 
Laten we tenslotte bi.j ·:raste z O• O, dan geeft (2.8) jf'(z)J ~ C, 
overal in G. 
Qpmerkin.g. De voorwaarde da.t f(z)· van het exponentiele ty:pe is ,. 
in G kan door een zwakkere vervange:n word~n ( [13]of [1 ~). De voor-
waarde 'f<11' is essentiee!: e<><t (\>(.>O) isbegrensd op de imaginaire 
as, maar 'niet in het halfvlak ~( z) ~ o. We zullen wel een stelling voor 
.een halfvlak bewijzen, maar dan moeten we de grootte van f(z) sterker 
beperken dan in.{2.3). 
Stelling 2. (Zia [131,.•l e9Jp. 178). Laat f(z) ana.J.ytisoh· zijn 
in, en op de rand .r':W-~o~t.\Jat f( z) van het exponentie·le type O ~ijn 
in G = G + -f, d.w.z. bij elke E..>O bestaat er een constante B( S) 
.,,. '· 
zot dat ~I 
(2.9) I{ (z)I < B( E) eE . 
voor alle z van G. Dan vQlgt uit (2.2) voor z o:p l da.t '(2.2} geldt 
voor alle z van G. 
Bewijs. Laat G zijn het ha.l.fvlak 2:>o • We beschouwen· de hulp-
r 
functie . ~oz 
(2.10) kj(z) = f(z) .e.. > 
o)O • Dear we in (2.9) £'#:fa 
mogen nemen ~ien we dat k&(.!IIC).+05~~ • 
_\kcf( l!. )l heeft dus ·een maximum op 
o~ve:< oo : · . . 
(2.1.1) /kS(~)/~ )~~(~)l:. ~l 
zeg. Op de imaginai:re.;as geldt 
lk6'z)f = I :t(zlf ~ c. Hieruit, uit 
( 2 .11) en uit bet fei t .dat k3( z) 
. . • . . . . . . n 
zowel in het eerste als in het vie.rde k?tadrant van bet expo1;1entiele 
type is voJ.gt wegen.s stelling 1 . ' ,; 
(2.12) .. 'fko(z)\~ max.[ C,D! , z in G. \~ii[ 
Rest te bewijzen D ~ c. Stel. D > c~ -Dc.n lean -~ niet op t liggen, :iUi 
dus ;to >o • Op de oitk:el Jz :..Jc0 J ~ •~<> geldt l~s(z) I~-~·• \t.t(~).f , ~:,:ii 
Ma.ar dan :m.oet volgens hat mai'imum-modulus prineipa k6 { z) een :oonstan .... " ;::Jj~ 
te zij?'l: \~( z) f = D. voor alle .z, ook op :r-, in .strijd met fkaCz)J ~ O · •."\ · 
voor z op .I! • · • ' " '. · -··,-,_ -
,:6EPASS~NGEli. We be~jze?l ~~,-.s~ de' ip~~~e stel·lin/5 v~ s,:~~~,,'L'[i; 
stein.[1] : · · · ···• · · ·. · •· · · · ··· ·· +i , •. 
5. 
Stelling 3. Als f(z) een gehele functie is van het exponentiele type 
0, en als If( z)l ~ C op een zekere lijn, dan is f( z) een constante. 
Bewij s. Pas stelling 2 toe op de beide ha.l:fvlakken, wa.a:rin de 
lijn het vlak verdeelt. Een begrensd.e gehele functie is een eonstante. 
De volgende ongelijkheid levert een rohatting voor gehele funo-
ties van het exponentiele type O< , begrensd op een. lijn (Zie [16] 
deel II P• 35, 36 (nrs. 201t 202) en [17J>vgl. [7] J 
Stelling 4. Als f( z) analytisch is in~( z) ~ 0 en daar van het 
exponentiele type 0( ~ 0 1' d.w.z. f( z) = 0 ( e$<+£)l~l ) voor elke 
E>o, z in Itz)~ o, en als }f(x)l~ A(-OQ<~<OO) dan geldt 
(2.13) \_--trz-1J ~ fJ e ~if> ( 6 = !J(~) ~o), 
Bewij s. f(:i) e ..,f-k~E)~ ( £>o) is begrensd op de re'ele. as en op de 
+ y-as, dus begrcensd in .:I&,)~ O ( stelling 1), dus ( stelling2) 
l f&> e.i(o<+£)x I ~ fl (11 ~o) 
ofwel . . l j(z) \ ( A e{.<)/.. +E.) if . ( j ~ Q). 
Door £-; 0 volgt h1eri.:1.::..tD(2.,13) 
De volgende stell:i.:ng blijkt ook Ta·ak nuttig. 
~lling !?• Als f(z) analytisoh is in a~ltNJZ ~ir-f (o<d~fr,):m. 
daar van het exponentiele type, en als veor aen zekere reele~ en voor 
een /J > O r- · r-- , ~ l ~ "''Jj} Ll. -t<1 ~() ·\t·· 't i.~-011 / < fl· - «t St..t a (2.14) gt...1: e 1 .$ ne . > . l'ie .1 , e (z~o) 
dan geldt . • 
(2.15) . l-/(t~"'~l-~!Jeo<.-1s....r {t~O) d~ff~'i,-d)-
. Bewijs. Pas Stelling 1 toe op f'( z) et.o<.t in d~ 4-A/t ~w ... J: 
Tenslotte noemen we de ( opzettelijk weinig soherp geformuleerde) 
. Stelling 6. Als f( z) analytlrq;ch is in een 9ector(a~}t"-5 l'tVLJ z~ If 
en daar van het exponenti'ele type ( t:i<), en als f(z) van het type~ (~i) 
is op de +y-as, dan is f(z) op een halflijn in de sector, die een 
kleine hoek maakt met de, +y-a.a, ook nog 0 ongeveer" van het type f : 
(2.16) . }tr,4.·>}< C• .. :s.ecS.(0<.-tE).:c. +(/3+£),:t .. -'-C11...,,,_ e, ) t.(,c,,.. ,a.e, Seck't.-> 
voor elke t.>o en ~jpaeaende c. 
Bewij s. De functie . ·... . . . . ·.· . · 
. . e f-~c b,, {tll +£) + l{/3+~) 1 % ,//*) 
is begrensd op de randen van de· sector. Pas ~'- stalling 1 
.. 
toe. 
§ J. J_ntenolatie in de_ gehele. ge!illen: enige Jcla.esieke formules. 
. . . / 
Toepassi:gsen:., een; ~!r§J).i;.B.8 y@- G. Polya e;g een van S. ;Bernstei~. 
De fun9tie £~in 1't·p~.--'Yl}}/f11~[~->t)J heeft de waarde 1 in z = n 
en de wa.arde O in alle a.ndere puni;en z = geheeT get~. Wa.nneer ,nu f(z) 
een gshele ·func1de is, wa.arvoor t(n) = O (f-r,f--l ) ((nl• ·co .. ) , a.an .~tel1r 
de in elk einffig gebfed uni:fQrm oonve·rgente reeka- van $eh~le f-uneties•. 
(3.1) 
(b 




sin 1r( z-n2 _ sin tr z ~ ( -1 >; f( nt 
'Tr-' t z-n) - ,,L. ( z-n 
-(Ip 
'een gehele functie voor, die in de gehel~ getallen met f(z) overeen-
stemt~ Als f(z) van het e:xponentiele type ~<'Tr is, is F(z) overal 
gelijk ean f(z). Dit is onder andere een bijzonder geval van een re-
sul taat van ~ .,M. Whi;:t_?,k!ll:, (Vgl. [22]p. 68). Wij bewij zen hier 
£3..:t&lki~~-1.~o Als f(z) gehee1 is, van het exponenti~le t~1«( ~D), 




f(z) = sin 1r "'S'" .c-12n f(n1 . 
z ~ rr (z-u 
I:1~.!..;1.§• Daar f( r.i) =;. F( :u) ( zie ( 3 .1)) is 
geheel. Op de cirke1s ) '.<:. i ·= k + ½ ( k geheel ~ 0) geldt 
\sin tr z 1-1 ~ ·• l f( r,;)} < B e(o<.+f) ('k+-21) ,,,.,~ ..... , 
: ' c .. 
dus 
(3 • 5) \ g( z)\ ~ E e(Ci(+e) (k+;) (E onafh. van k). 
Passen we de maximum-moculus steliing toe op g( z) tussen de oirkela 
met stralen k +½eh 1":+ ½ (k = 0 11,~.~) dan vinden we uit (J.5) dat 
g( z) van het expo.nentiele type is ( en wel van het type 0(. ) • 
g(z) is begrensd (nadert zelfs tot nul) op de halflijnen y 1r ..... t" . . ·. . ~ ~·· 0 
· arg z == ~ - o , , arg z = -1" , als o ), · . ~ £ voldbende klein is. Immers,f(z) is daar "onge-
X. v·eer•1 van het type ~ <tr ( zie stelling 6) , en 
.......... ...+------ ( sin 1rx ) - 1 :is di!!ar nog "bijna" van het 
type -1r; tenslotte is daar (voor -I zl > 1 ~ 
(3•6) I J_ 1-~rc~fil' I~ .. -1,--~"ii.1 ( Jnf+,1) ,~,cos~,; ± z_ · -tfhf+1Y tntcosl 
-Ao · rn '.~ · · · · \ "h,,J~ )x} · . 
lo.crl .:..t ) 
- O{ · .. r,;,.~ ·. 
- iz[ · ' 
Uit stelling · 1 ~olgt au.s, da;t g( z) begrensd is :i,n d,e drie 
balflijnen gevormde sect•ren, g( z) is dus ee;n ponstante, 
maar O k~n zi ~ rJ.~ 
Verwant met stelling 7 is stelling 8. De daar genoemde intecyo-
latieformule wordt wel naar L. Tschakalo:f:f genoemd ( zie · [20]). Vgl. 
echter G. Valiron' a •treeksen van Lagrange 11 [21 J . . · 
~telling 8. Als f(z) geheel is, van het exponentiele type, van 
het type {3 <<rr op de imaginaire as, en als f( n) = 0( 1) t-1:- geheel), 
da~ is 0o 
(3 .7} f( z) _ 8 1~.!.J:-~ i f.(.Ql + f, ( O) + Z 1 (-1 )n :f(n) I 1 + -.1 ) {, 
n-J z . · ln z-n 
1: -c-o 
I}ewijs. Pas ste1ling 7 toe optp(Z) = { f(z) - :f(O) ]/ z. We 
vinden 
.,.,_ [' (>ol t l ·• 7" (3.8} :f(z) - :f(O) = sin 1' z f''(O) + L. (-1)n · :f(n)-f(O)j {1 + -L)l 1i' . n z-n.....1. 
-p. . 
Hieruit volgt het gestelde daar 
00 
( 3. 9) 1 = sin tr z r .1 + 1. I ( -1) n ( l + _j_) 1 rr l z -l)o · n z-n 
We merken nog op 1 dat ook (3.9) uit stalling 7 afgeleid kan 
worden. Neem maar voor f( z}: 11:.- 1 A - z-2 j~';\z( 0 <" <m. We vinden 
}_ - ~ ~ !Z =c ,d,i... 'iht I.. (:-1 )"' ( 2_ - ,4,;.,:;, !!.).( ;f;- f- / )-
11 rr A. 7r -l)t? 1r . n-11-. . . ~ 
La.at A• 71' • De reeks convergeert b:ij. v-aste z uniform in A ' dua 
I - ~~ == ~ 7r'X. l1t-1)(),t(•1- + J__ .• \. · 
it~ 'Tl"' ~~ 11 1.1:.,-'h) 
Toepassinsen. We noemen eerst de 
vgl. [1s], [20], [:t1]p. 81-83, [ 9] 
is van stelling 3 * 
. . / 
volgende ·. stelling van Polya. ([14], 
P• 127-129,[6]). die een uitbreiding 
· Stelling 2• Als f( z.} een gehele :fililetie is van het exponentiele 
type o, en a.ls f f(n)l ·:( C (n = o, ± 1, ±. 2,• ~ .) , da.n is f(z) een con-
stante. . 
J3ewijs. Pas stelling 7 toe op 'r<zY =£ f(z)- f(O) 1 / z. We .,..1.n-
den voor x re~el 
. ~ . . . ~ 
(3 • 10) . \ <j> ( ,c}j = I sih '1-~ 4 ~; _ ,t) 1 ~C i(lnt+ ,)!,.>: -1>! +-!) ~1), 
Stelling 3 leve:r·t nn <f (z). = cionstMte-, .Daar Jl>(n) • O(n-+00) moet' 
daze constante l'.!Ul zi.jn!' dus f( z) = f( 0) • . 
De volgende s'tE<J.ling is id hcofdzaak afkomstig van s .. B~ri,,;etein 
[t} (Vgl. [16J dBeJ. l'.L P• · JS (nri 201) 9 Ook deze ~telling omvat stel--
ling 3« '"--
, .. ·. ~.!!:?..lllP.£ tQ• AJs f( z) een,,gehele_ fimetie _is1 van h=t type. fJ( ~()-
die voldoet ~an \f(x)\ ~ 0 (JC reeel}, da.n geldt ff(x)J~ o<.. c. 
8. 
Bewij~. Laat A = i.f / { Ot+ o ) , S- > 0 • J,an is h( z) = f( A z) een 
gehele funotie van het type A()(<'Tt', en }h(~)J ~ C+ We bewijzen dat 
\h•(x) f~1rc. Volgens stelling 8 geldt, na differentiatie, 
ef 
(3.11) 
h' (z) = cos 1T z f ... · l _ A,i,-. Tr1c ! f-1 )"' ./. f!tL 
rr -1>o c~-n):J; . 
J! {'i:.) Aw,, 7r x - rr /4:_rx:) c,,o Tri,:. -=- - Ai,..:< Tr t.. 'f_ E::1 )"' .f 6¥ · , 
. --:-t>6. 1i(t-1?) 
In het bijzonder geldt 
(3,..12) l b'(..L)/ < C ~ / : ?rC. 
1v . .l. , ~ 7r{rn-l.Jl 
H . . 
Daar h( z+a) , a re~el, aan dezelfde voorwaa.rden voldoet als h( z), meet 
dus [h 1 (x)/ ~T(c. Anders geschreven 
0.13) · p. ft~ -x) I ~ 1rC ) 1/'r.cJ k (0<+6J c. 
Daar O>O willekeurig was, volgt hieruit Jf•(x)l~«c. 
Y.Q.9rbeeld. Neem f( z) = C ei « z. 
§ 4., Een interpolatie:{ormule· ,ran R.P. B1'as Jr _ en een verwante. 
Toepassingen: een ste117ng van M;l.ss M.L. Carty,right, een stalling vap 
v. Bernstein en nog een van Miss Cartwright. 
Boas [3] heeft ':,:3en and ere nuttige inter:polatief ori:mle gegeven 
voor het geval f(z) aan de voorwaarden van stelling 8 v6ldoet. Wij 
zullen van ~'stelling een heel kart bewijs geven~ 
Stelling 11. Als f(z) geheel is, van het ex:ponentiele type, van 
het t.ype p(tr op de imaginaire as, en a.ls f(n} = 0(1) (n geheel) dan 
is 
Bewijs • .Een bewijs als bij stelling 7 ga.at niet, omdat sin J(Z":"l't.) 
de zaak in de buurt van de imaginaire as beder:ft. Laat O < t <Tr-~-$~ 
De gehele functies 
(4.2} g1(z).~ f(z). ~f.~ , sj.n ll~ t g2(z)=f(~) AM1,,_fz CO'll/VX 
. .· E~ £~ 
voldoen voor O:{l.fJ°' aa.n. de voorwaa.:rden van stalling 7. ~e vinden dus 
, - · :f(z) 4 ~'+t- ti ::. g 1{z) sin A.2: + g2{z) cos ~·~ (4,J) . t.'A 
= sin 'lr'z f (;-?n• f{nl ~f.,~,St':" ;qz-n} • 
-IO 




r f( ) ~tz . :,.,.., .,. ~ (-1)nf(n) sin en. sin J' (z-n) 
0 z ,. = sin ''- ..... Lot w 1t: ( z ... nr' l. '?1,.. f:Z. . -tH 
Deze reeks convergeex-t uni-form in l • La.at { • () : we vin:1.en ( 4 •. 1) 
Toepas,sin,g. We bewijzen de volgende stalling van Miss Cartwright 
( [4] , vgl. ( 12] , [ 10J , [3] ) zoals ~- het deed. 
Stelling 12. Als f( z) voldoet aan de voorwaarden van stelling 
11, dan ie f(x) begrensd (x reeel). 
· Bey,ijs. Als ft(n)J~c gee:ft (4.1) 
-- t cJ<J-1 " 1 I 
C4,5) lfr.o/~ ~fz -+c?:i lx--,.,/ 
gpmerkingen, 1) /3< 7l is e ssenti eel: . z sin X z is van het type ?r . . 
op de imaginaire as, f(n) = 0 (n geheel). Maar f(x) is niet begrensd. 
2) Stelling 9 volgt uit stelling 12 en Stelling J. 
3) De f(z) van stelli~ 11 i~ van het type /3 • Ja, zelfs f:Eldt (zie 
st~lling 4) /t( z)I ~ IC e /j.lY (y = I( z)). 
4) Het bewij a. van As.. ... tt.lJ.lge:;: [12] is ook .heel eenvoudig; .het berust 
op stelling s. Pflu~r. m.erkt nog op, dat f( x) bijna-periodiek is, a.ls 
f(n) het is,- en dat f{:r.:) -;;,. ..f als f(n)~ -e (x resp. n-,i,.e>,0) • 
. Wat blijft er· van stelling 12 over, ala we alleen wet en dat -f ( z) 
analytisoh is in R( z)~ o, aldaar van het e:xponentillie type:, en van bet. 
type /3<Jt" op de imaginaire a.a ? Dan·· geldt de. volgende oudere stalling 
van f~ Bernstein ([2] P• 230 ) • 
•• Stellins 1l• Als voor een zelePe reel$_ 
' 
lim sup· J. log f f{n) J = .C>( 
"h• - ?v· dan is 
(4,J) ~t •· . 1/m.sup ;f log /f(x) f = 0( . • . . · .· · _ . ·.· . 
(ne groei. van f( J op. de positieve x-as wordt b~pa.ald door zijn groei 
op de natuurlijke getallen). · 
Het is minder beke:nd, dat tlit een stelling van Miss Cartwright · · 
([4],. vgl. [_10)) het volgende soherpere resultaat- v_olgt, waarvoor nog 
geen f'eenvoudig" bewijs .bekend scheen te zijn, 
. . . . . . . " . 
Stel~i:g,g 1 i~ ils voo,r ee;n zekere ref3l~ o< • 
C 4. e) • ·· :t( :n,.) == o(~ tt~ ) , { :n, g$b.eel..) o), 
dan is 
(4.9) olX · f( x) = 0( e ) , 
10. 
( X),o ) • 
~ -~ Bewij s. We mogen wel 1,,1 = o nemen ( beschouw anders f( z) e ) • 
Laat nu 
( 4.10) I } B/y/ f( iy) ~ A e , /:r(n)/ ~ C ,1 (B < 7T, y reeel, n geheel ef r)) 
We beschouwen 
( 4.11) ¢" n f(z) - sin 7t z L. c~ f(n) 
Y;;;:i · o 7t: n+ 1 ( z-n) 
sin 7t:' z 
= "jl;;i g( z) • 
II 
g(z) is ana.lytisch in R(z);r:, P en da.ar van het exponentiele type (vgl. 
het bewij s van stelling 7), en wel van het type o. Immers, g( z) is be-
grensd op de drie halflijnen arg z = ± "J , arg z == 1_ - £ t £ 7 C7 
voldoende klein. (Vgl. (3.6)). Volgens stelling 2 is dus inR(z)~O 
lg( z)/ ~ bov.gr. /g(iy) /. De laatste hangt alleen af van A,B,c. In het 
bij zonder hebben we 
(4.12) / g(x)f ~ K (A,B,C), ( ?C~ o). 
Laat nu o< I<. 71::-.8, e:n laat o ~'A~%. :i3e schouw ( 4.11) met 
f'( z) cos ) z resp. f( z) sin A z in pleats van :f( z) 1 de bijbehorende 
functies 0 (z) mogenzijn g1 (A, z), g2 () ,z)~ We hebben wegens (4.12) 





G( A , z) ::: g1 ( A I Z ) 
f(i) - Vz+7 
~nz 
J J (fO,z)ttA = 
cesA.2 + g2( A /2. ) sin ) .2 = z f-,1)~{(~,) G<rl .A lrt- h) 
Q ·7i: ;✓,:;;::;:7. f z - 1'1-/ 
Voor z = x ') o hebben we wegens (4.14) en {4.13) 
(4.16) /} r?o~ x-/0, J .~ :Z }((A, 13-+ $, c) · 
tJ-
Uit (4.15) en (4.16) volgt na een ko~te berekening dat f(x) begrensd is 
( X). Q) • 
9Emerk:~J.~g.~p11 1) Uit stelling 14 met «• O volJt ~tel1121fo 12 .. 
2) De. f=iom,1~, (4(/ if) m,aaJ. sin·•.··.··""!C·· z blijkt 0~ depO~h X-"8,8 0( x ""'. .. 1;.) • 
Hj.eruit vQlgt; iets over de verdeling de:r £(..n)•.:,. 
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§ 5. IBte_}'polatie in de :eunjienp n en im ~<n,, m _geheel).. ~oepassing: 
~.en stel,l,ing van Vi Ganamthy I;x:e,r en N. Levinson. Een vergaande. ge-
neralisa.tie i en een generalisatie van een.stelliEB van Miss Cartwright. 
S:te_llJps .. i2·• A_!s f(z) ~~he~l is, van het e~'onenti,le type,· van :· 
het type /3 < 7r f,,,-,_,, ?P de halflijnen arg z ;::: ~ J ~; of op de 
halilijnen arg z = 3 n: en .'J.!£ , en als 
(s.1) i_ / :' fr,Jj I/ en }:, I ,i,n_f (,;,.,J j 
-oc ,J,,,_..._J... 1("'>1.- -Cd :f~ 7'?M, 
oonvergeren, dan geldt '°' . ,· ·. ~ , . .. · . '1f.J .:..✓,~ ,l'~J ~J 
· .· _r1..,1. _ ✓~ "1('"2,. 4~1. r. z. f ~. r- tJ ">? {,1-,,/ .. 1 . . , L 1- ,I . . 7" . . . .. .· . (~.2). fi""' -- · · - X ~ ~ 'lt-~ /r(2-~)+ -~ ~t R-1h- K/:z-
pewi_jp,. Het reohterlid l'(z) van {5.2) :i.~ gelijk ali.11. f(z) in de pti.rt-
ten n, im (n,m geheel). De functie 
{5.3) . / (zJ" { (M- F/.2) J 'l.. /( 4m 71" Z' • ~ T:z) 
is due geheel •. Door do oirke.ls lz/~ k+{ (k geheel~O) te be~ehouwen 
vindt nien als in s·telling 7 dat g(z) van het ex:ponentiile type is. Laat 
f(z) van het type /3 < -.,tl/f' zijn. op arg z = 3 1%' , 7.n-/y • Voor vol-
doend kleine O,,>rJ zal /lz) tot a naderen op arg z == ,3-l'C'/y ::i: c, 
a.rg z = 17i/y • (VglQ het bew;ijs van stelling 7). Hieruit en uit 
stalling 1 volgt g(z:,£0" 
Toe;g~!3!3.1EB.• We bev,ij zen ~erst de volgende stalling van fl'.anapathz 
Il,e:t:. en Jjeyi11ru,,E. {Zie _[5] 1 [8] en [9] p. 122) 11 . 
~pp;;ins 1€. Ala f\~) geheel is, van~het exponentiele type, van het 
type ;1 < ,rJ/.[ . op .arg z = Jn-/y en 7n-/y , en als 
(5.4) l{f-,.,J/~ C -' //'tt'w,)/ ~ (!, (n, m geheel), 
dan is f(z) een constante. 
J:lewijs. We passen (5.2) toe op f(z) sin J°z " C < d < 7r fi - /3, 
We vinden dan, dat f(z} van het type 'Jr-I" is op de imaginaire as. Uit 
· lf(n)/~c en stelling J,2 volgt nu dat !(x) bear~npd is. Bieruit en uit 
~(im)J~O volgt wegens stalling 12 da.t f(iy) begrensd is. f(z) moet 
dua een oonstan~e zijn. (Stelling 1). 
O;Rmerkiog_e.q. 1) Voor f(z) ;:::. sin 1C"z sinh Jez is /3::-: ?r Ke op arg z = 
3n/y1 7,r/y , ·· (5.4) geldt, .maar :t(z) is geen oonstante.! 
2) A.ls f{n) = 0, f(im) = 0 moet natuurlijk :t(i) 5' O. 
,,, 
Men kan stelling 16-:gema.kltelijk generaliser.en voor twee puntenrijen:i 
wa.a.rv-a.x1 d,e dI"agers · een hoek4J met- elkaar. me.ken • 
. ·.. · ~;~ejJ.iQi';,=klQ :.Le.a.ii. · l>< ~-"' 'J!/.i ✓. ·•"·· -::: ·It.• 1·~ • :ta.at t(z) een ge-
hele ~ijt1$ .!!ti,~ .van.: bet ~:Qonentitle 'type, Van bet -type · . 
· ·;:;. <.· '.'.'.·i<·•·····•·.,r:-··.· ".··.•.•.·.·.~.· .. ·  .··. ·.·.' .. £. : .. '.·.k). • 7, d~ ha.JSli.j. hell·•· afg •· .. ~.· r. _J. • ·' "-' •• ·· •. /:l;A,;/ z == - '· 'Jr: , ..!.. "'. 
. . . . . . ····•~.... !!?.• ·•.. ' . <;I, •d ,t T' ' T .> ·. (j 'I -r L I •. t:: 0ii:~t . ·. ·••.•·· . . . .'••~.,4'.,.~•··"""'-· . ··,.. . .. ., . . .. · . . . 
Jit; gelleel} , 
. . 
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dan is f(z) een constante. . 
-{14 
Ook deze stelling is "aoherp": kijk maar naar ein rrz sil}«l(1.tt.= e ) • 
We leiden stelling 17 af uit een overeenkomstige (diepere) a-telling voor 
een halfvlak. 
Stell;, 18. La.at. o < c:...><. !£ . La.at j\zl analytisoh zijn in bet 
halfvlak /2/;, t> en dear van bet exponentiele type, van bet type 
,, 
< "l ;c e,,n . .J. c,,.J op de reele as. La.at .1 ,r.,, t,v J 
"'- z... ~ AJ/ l,. -..,--/ ( s. 6) "' - 'f "';,"" - - ,··t· e l. l.,. /l - .e . .<,. ,A, .I{, --/ ~ ~ 
Ala 
(5.7) I fr~, >? J I~ e J 
analytisoh in I(z) ;;t O · en van het exponentie'le type. We zullen bewijzet · 
dat op de ba.lflijnen arg z = o, arg z = 1c- d voor voldoend kleille lj' > o · 
(5.10) j/2/- tJ'( /2(1 e _,..,,. s,;,.. t."' h'... A. , ... 1 J. 
La.ten we arg· z ~ 0 besehouwen. De j-de term van bet. linkerlid. van 
(5.9) is daar~ voor een zekere. "? (J'") > 0 _,, ~{fz J-1...e. ·A.i 1  waarin 
A I = /S - l ;;r C#Xr -f:r-c> + ""]( cf) . ( 1~ o als J" _, " J , 
A~ ~ A 3 == c1e f 1n· ( ii, ;.. A,) .e 'f/ : - z n- .r ~~ 1 w $ ~ ; • · · 
Het is duidelijk dat we "b"> O zo kl~in ku.nnen neJnen, dat _A,~ J.<-. 
. ·. Pas nu stelling. 5 toe op (z.+i}i..£1,~J,• We ~ind.en dan ·. · . · ... ·. 
(5.11) ff M ;: () ( l2Cice -i,u.: ... ;.4> J _,,. /2 ~ ,0 (: p =W>; 2 ~ n-'-cf., 
waaruit faet gestel.de gemakkelijlt volgt. Men Y'indt· ,ook . . · · 
f fA; x:) = fY(-4; K/ i f/= I, :i ; x>of ( 5.12) 
Ve:rmoed.elijk geldt (5.8) ook ·nag voor / '$() ,ma.er thans o.ntbreekt mij ·. 
' . 
de j,ijd om da.t na t\'3 gaan,. , .·.. . 
Uit stell:ing ;L8 , en atellitlg. 1 'voigt s:telline; 17. ·· . .• 
Stel~ing 17 ,i~ ,,alt _vciJ.gti:·.~~t:,k·•.PlJ.ij;t~~~JeJ;l ~e g~ne~al.;aeten.· . 
·~_._:.:; ..m;J~~f~~~~,~Jt1~f*,;· ·~MY~;~f r~7:~~(I;; 
\ ,~ .b~,.~1YP~., A.1'. t .. . QP:.,1», ... ·.,,,, __ , 
La.at verder 
(5.13; J (j = 1 1 2, ••• k; n geheel). 
Dan is f(z) een 001:rnta.nte. 
De stelli.ng is 0 so:;c:rp 1r: sin 7r',,A-Z ••• sin ~--""..f'. z. heeft op p bet 
type t, (5~13) geJ.ri7- voor deze fu.nctie, maar bet is geen constante. 
J3~.f·s. We mog<::.1.·1 we .. 1. Uf:::.n.nemen da:t f { ;,;'4t)-=-.t1(!'rLf-. i) (B.eschouw 
f( " . , I '( ~~◊~~ · "\ 
anders . 7,::Jt//0)711 Z ) .. Ook wel, dat Y'f0 ~e).1 van de getallen 4 j 
bevat. (.A.nde~5~·yW~~it'.h~:tu we ietsJ op een lijn nabij p heeft f (z) nog een -
type <dat van s:Ln 7C/", z ... sin "/--<JZ). Definieer nu 
( 5.14} 
' flz) ; { I z I 
04 
X 
,_I,. - - w- ...... 
c-1)?!(,l),/n) 
Jr µ 1 {2- 1, 1-t,..J 
I' 
~(zj. 
fJ-, (2) _ z (-1)'"-/4., (A,_, .,,_J ,.,_ /4 {K-) 
s~ 7r,,-u1_1 z - 00 n:-ft-1 f-z ~ ;l..?-, ?-1/ 
fk (2 J _ ~. {- 1) ~ (k. (l} k 1A / f 
___L'. L __ _.:. _____ -= r k.;., (z:J 
r, ~ 1{ /( f z - i:>.:, 7l?- f ( z - A k YI-J 
{tz/ {j::: 1, 2,,, .• k),iSgeheel, van het exponentiele type, vanhet tryel 
<: dat . van sin '1/)' Z.... sin ff/'t .top pr 'terwij 1 ~-(Jen.)~ t7 { ( ""-t 1: j 
(~~). ~ 
Op p en o:p liinen die een kleine hoek met p maken nadert fi-11 (z/ 
tot O, dus (stelli:og ·1) {r,. 1 (z);. (7 • ff (z) is dus begrensd op de lijn 
door O en J,t . Op p is het type van /4 /z/ < dat van sin n/,-c: ,i- ':t , 
Hieruit volgt dat bet type van fK (z) opelke lijn kleiner is dan dat 
van sin 1f'll:/ll k,. , voor een zekere :J', o < ~ < l. [vgl. bet be-
wijs van stelling 4). Gevolg ; (;_1 (~/ is op elke lijn van bet type(Jd-
van sin 7$u;_;z sfa1 fJ ~~4 t. • In bet bizonder op de lijn, waar 
sin 7[/«1.-, ~ sin lt:/'.f/ ~ ! zijn maximt1.m-type bere:lkt. /J-, {~f- 1 "hj en 
~-, (Ji1<11-/ . zj.jn C,-{J11- l - l, / • Ui.t stelling 17 volgt dus dat flr-i/z/::: o . 
Verder is nu, fi.-L (z) van het type van sin 1ly-tt-:z. Z , wat te 
wei:nig is {. (1r-;1 tzJ is begrensd op drie rijen} om aan O zij,.n te 
ontsna:ppen EJ.nz .. 
vVe. bescbouwden tOt nu toe punten~ijen van gelijke dicbtheid. Men 
mag oak nt~.1put:r~Eu1 Yan sin 11/'«-Z toela.teg met f/tI/ l . .· .. ···.·· · 
§.,tJ,;k\yi~._U., I.f1.st A; 1 A2; · · · , ..... J~fa'~cXontplexe .. getallen · zijn vap ver.-
sohillend a.1.•.a.'21.1':!1at r.:· mod.·.~- .·)···· ..... · =-· .•··.'.•/,r". · .:. La.a .. ·.· ..  · .t 0 . . • . .· . ,, . J./l1• 




Dan is f( z) een constante. 
Ook deze steiling is ••sbherp''. Het bewijs gaat net als dat van 
stelling 19, alleen moet bet geval k = 2 ~ bet a.nalogon van stalling 
17 - afzonde~ijk bewezen worden. 
In plaa.ts van daze "mooie" puntenrijeil mogen ook "!,•• Bernst,ein,!'--
rij en :J;. Z;. wordengebruikt: 
(5.16) ~ ;\-n.- * / j [z,;--i.,.,J> /...;-Ht J A. (d_>O vast), 
'Jj-J 40 z,,,,,, - . l!j(+ ) 1 ~c· _- -
. - 'X1r. ~ . . 
In de plaata van sin ~k . • kom:~ een gebele funotie, waarvan de eigen-
sohappeh voldoende bekend zijn om de met stelling 20 co±-reapo.b.derehde 
stalling te bewij zen. 
Het is wel a.ardig het grensge\ral vah ~tell_ing _ 19 te bekijken _a.ls all 
lijnen wa.a.:x-op we ptintenrijen hadden tot.de reele as .naderen.·Vfe krijge~ 
da.n de volgende generalisatie ~~ de eerste in§ 4 bekeken stelling van 
Mi.13~. part:nrj.gpj; (de tweede. kan -9ok zo gegeneraliseerd word_en); 
S;tel}.ing. 2""'1 ... Als f (z) gebeel' is, van het exponentie'le type, van bet 
type < krr op de imaginaire as, en als 
(5.17) /{t.,.J/~ e. 1 /(ta)]"- C, • • ~> f{1"·"~n)/~ C.->(n geheel), 
de.n is f(x) begrerisd (x relel)1 
Bet_ bewij~ gaat a.ls dat ~an §' 4 {zo~der_ veel nie1:-!~_lt~~jes). In d. e 
plaats van sin n1c treedt sink ?rl.l, • Uit d1.t voorbe~Jltt tevens: 
dat de stellipg «soherp" is. Het ia. misschien aardig op te merken, dat 
de algemeenste puntenrij op de reele as, tot nu toe in de stellingvan 
Mis.a • .9~F:h!fiJ1ipi gebruikt, jjs van_ d/e_ v~Arm 
,x-1o,..,- 1-1- < . . J 
(Uit , f ( X H, )I< e ' type f ( z) < n:·· 
. . . . 
volgt danf(x) begrensd.). 
§ 6. ,Ip~er;eol8.!~ie in de gehe~e g~ta.;tlen van ·Gauss. Toe32ass:tn.s.,: een 
s:t~ .. l_.lin5 vap. Polza en, Pf.].~~r-. . 
.· Vo~r interpola.:tie in de punte~ m_+ i~ frn,: n gehee:t) llel>ben .we een 
gebele funct-ie nodig met eokeivc;ni<:lige .nulpµriten ·:tn.• clie p~nten •. Zo'°n 
:fu11ctie is de 0-:-functie -• van Weierstl'tlf!~-'rnet de periode~: '1, i~ -· 
- .. '' ' ,' ··. '' ,, ~ .. ' 'i> .*· ~:44 ' . . ' , ,- . ..~ 
J .. lVI. ~;vhitt~ (zte [22] l) ... 72) bew-ees --. . . 
· ~-~elltsg ?.~-· Ala f(z) :geh~el is, · 4 -• {5 1) - --__ f fr2.J 1 i: A e ~..J 2 l · · ; . · ._ - . . . . 
::)2; <( t:1: d; rZJ i- ._ .•  ~Z'~T;P~,r:'rPf:..~i'.!e-~.•-.r"7•~~(.· 
f: . . .·: , . ~, >,,:,;·.--~,' -~ .. 
f-1[", "; ; .. , ~.; 
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{(2) x_ 1tm+t'11J _ .=_!_. r -..!.-ft_t_J_t:t_s_, 
(6.3) g{z} -f ~ <T'/Mfi°11)fwi+,tr.""z) L- 2,rc J}; o-{5) (~-z..J 
Daar o:p 0 Jcr( {) J van de orde e '[It/ is, volgt hieruit voor k--; <><:1 
(6.2) 
St~l~ipB_23. 'Als f(z) voldoet aan de voorwaarden van stelling 22, 
en als· 
(6.4) 
dan is f(z} een constante. 
-gf.112. [15] bewees dit voor het geval dat ( 6.1) geldt voor elke 
B > 0 (en een bijbehorende A), ~£~£ [12] bevrees stelling 23. 
ll_l;~' s bewij s 5.s als .volgt. 
~ij_s_ Vf1-P .!3:.teJ.lj.~ .l,l. Pas ( 6. 2) toe 10P f (z -,.. M+ i IV) :; M) IV 
geheel, in plaats van f(z). La.at z een punt zijn van bet vierkant i ( ± 1-J- ,t,') • Daarop is /::_-'"t-y, - t'r1 I~ { ./ /o-(z) l ~ D , dus 
( 6 !I 5} l { ( z + l1 + i' Al) l ~ 2.. e .J> z e - j lr { HJ 1.+ n1.)-;;; ~ 
E onafha,nkelijk van M en N. Ook binnen dit vierlcant :(± 1.i:. t) geldt {6.5), 
dus overal. 
P:12mer!ci.P.S.• Stelling 23 is n zo goed mogelijk" in de zin dat de stal-
ling niet juist is met J3 ==· in:+ [ 1 ~/CJ • Maar als lJ == r ? 
Er bestaan ook resultaten voor sectoren analoog aan stelling 23. 
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